جایی که [image: ]نشان دهنده حداقل زمان وقفه بین زمان شروع فعالیت i و زمان شروع فعالیت j است؛ (تعاریف مشابه برای [image: ]، [image: ]و ... استفاده می شود)، [image: ] زمان شروع و [image: ]زمان انتهای فعالیت i را نشان می دهد.
2.1 GPR ها در قالب استاندارد
GPR ها را می توان در قالب استاندارد به وسیله تبدیل آنها ، به عنوان مثال، به حداقل روابط اولویت شروع –شروع با استفاده از قوانین تبدیل زیر نشان داد (بارتوش و همکاران (1998)):
[image: ]
بازه [image: ] پنجره زمانی Sj نسبت به Si نامیده می شود (بارتوش و همکاران 1998)). اجازه دهید از دی ریک (1998) مثالی از شبکه فعال داده شده در شکل 64 را امانت بگیریم. اعداد بالای گره ها (فعالیت ها) طول فعالیت را di نشان می دهند. برچسب های مربوط به قوس ها نشان دهنده GPR است. لبه های پررنگ مسیرهای بحرانی را نشان می دهد (cf. infra). اعمال تبدیلات به این مثال شبکه ای، منتج به شبکه فعال در فرم استانداردی می شود که در شکل 65 نشان داده شده است. حالا برچسب های مربوط به قوس ها نشان دهنده وقفه های زمانی [image: ] هستند. اگر بیش از یک وقفه زمانی بین دو فعالیت i و j وجود داشته باشد، تنها حداکثر تاخیر زمانی حفظ می شود. شبکه حاصل دیاگراف محدود نامیده می شود که مخفف دیاگراف محدودیت های زمانی موقتی است (بارتوش و همکاران 1988).
لازم به ذکر است که شبکه های فعال با GPR ممکن است دارای چرخه باشد. یک مسیر، [image: ] یک چرخه نامیده می شود اگر s = t باشد.  عبارت «مسیر» به یک مسیر هدایت شده اشاره می کند؛ همچنین کلمه «چرخه» به یک چرخه هدایت شده اشاره دارد. طول مسیر (چرخه) در یک شبکه پروژه استاندارد شده به صورت مجموع تمام وقایع مرتبط با قوس متعلق به آن مسیر (چرخه) تعریف شده است. برای اطمینان از اینکه شروع و پایان فعالیت های ساختگی مربوط به شروع و تکمیل پروژه باشد، فرض می کنیم که حداقل یک مسیر با طول غیرمنفی از گره 1 به هر گره دیگر و حداقل یک مسیر از هر گره i به گره n وجود دارد که برابر یا بزرگتر از di است. اگر چنین مسیرهایی وجود نداشته باشد، ما می توانیم به ترتیب قوس ها (1,i) یا (i,n) را با وزن صفر یا di وارد کنیم. 
[image: ] مجموعه ای از گره ابتدایی اولیه i در گراف [image: ]است، و [image: ] مجموعه ای از تمامی جانشینان فوری آن گره می باشد.  اگر مسیری از i به j وجود داشته باشد، آنگاه ما i را حالت ابتدایی j و j را جانشین i می نامیم. [image: ]و [image: ]به ترتیب نشان دهنده مجموعه های ابتدایی و جانشین هستند. اگر طول طولانی ترین مسیر از i به j غیر منفی باشد، آنگاه i یک حالت اولیه واقعی j و j جانشین واقعی i نامیده می شود. در غیر این صورت، آنها حالت موهومی یکدیگر هستند.
[image: ]
شکل 64 – شبکه اکتیو با GPR ها (دی ریک، 1998)
[image: ]
شکل 65- دیاگراف محدود (دی ریک1998)
2.2 محاسبه تازه ترین برنامه شروع
اگر فعالیت آغاز شده شرایط زیر را برآورده سازد، آنگاه برنامه[image: ] یک برنامه از نظر زمانی قابل اجرا نامیده می شود:
[image: ]
جایی که معادله [4.24] اطمینان حاصل کنید که هیچ فعالیت قبل از زمان فعلی (زمان صفر) انجام نشده و معادله [4.25] GPR را در قالب استاندارد نشان می دهد.
مشکل برنامه ریزی منابع بدون محدودیت پروژه با GPR تحت حداقل هدف مفهوم می توان را از نظر ریاضی به صورت زیر فرمول بندی کرد (طبقه بندی شده به عنوان مشکل [image: ] مطابق قرارداد فصل 3):
[image: ]
هدف به حداقل رساندن مدت زمان پروژه است (makepan). همانطور که در معادله [4.26] نشان داده شده است، این مربوط به حداقل رساندن زمان اتمام  از پایان فعالیت ساختگی n است (یا زمان شروع، از dn = 0). محدودیت های معادله [4.27] نشان دهنده GPR هستند. محدودیت های معادله [4.28] اطمینان حاصل می کنند که تمامی زمان های شروع فعالیت، مقادیر عدد صحیح غیر منفی را فرض کنند. حل مسئله [image: ]را می توان با محاسبه تازه ترین برنامه شروع که از نظر زمانی قابل انجام باشد (ESS) بدست آورد، یعنی حداقل زمان شروع [image: ] در هر دو معادله [4.27] و [4.28] صادق باشد، برای مثال در شکل 65، ESS = (0, 0, 2, 2, 8, 3, 9, 10, 11, 16) است.
تازه ترین شروع فعالیت i را می توان با یافتن طولانی ترین مسیر از گره 1 به گره i محاسبه کرد. محاسبه اولین برنامه شروع (ESS) می تواند به تست وجود برنامه زمانی قابل اجرا مرتبط باشد. اگر G هیچ چرخه ای طول مثبت نداشته باشد، آنگاه برنامه زماني قابل اجرا براي G وجود دارد (بارتوش و همکاران، 1998). چنین چرخه ها ما را قادر به محاسبه زمان شروع فعالیت هایی می سازند که شرایط معادلات [4.27] و [4.28] را برآورده می کنند. بنابراین، اگر ما طولانی ترین مسیر ماتریس [image: ] را محاسبه کنیم، جایی که [image: ] طولانی ترین طول مسیر را از گره i به گره j باشد، طول مسیر مثبت از گره i به خودش نشان دهنده وجود یک چرخه با طول مثبت است و در نتیجه این اثباتی بر عدم وجود یک برنامه زمانی امکان پذیر است. در مراجع (بارتوش و همکاران (1998))، ماتریس [image: ] اغلب به عنوان ماتریس فاصله شناخته می شود.
محاسبه ماتریس [image: ] را می توان با الگوریتم های گراف معمولی برای محاسبه طولانی ترین مسیر ها در شبکه انجام داد. برای مثال الگوریتم Floyd-Warshall از نظر زمانی پیچیدگی [image: ] دارد (به لالر (1976) مراجعه کنید).
وجود احتمالی چرخه ها باید در نظر گرفته شود. اجازه بدهید [image: ] نشان دهنده طول طولانی ترین مسیر از گره i به گره j با توجه به این شرط که این مسیر تنها از گره های 1، 2، k-1 استفاده می کند، باشد.
واضح است که [image: ] فاصله واقعی طولانی ترین مسیر را از گره i به گره j نشان می دهد. اگر ما با ماتریس [image: ] و شرایط زیر شروع کنیم:
[image: ]
می توانیم ماتریس [image: ] را با توجه به فرمول به روز شده [image: ] محاسبه کنیم. اگر [image: ]باشد برای تمامی [image: ] (تعداد قطر ها در [image: ]) یک برنامه زمانی قابل اجرا وجود دارد. ESS توسط عدد ردیف بالایی [image: ] داده می شود. ماتریس [image: ] برای مثال بیان شده به شرح زیر است:
[image: ]
مقدار [image: ] برابر است با [image: ] که نشانگر عدم وجود یک مسیر از فعالیت i به فعالیت j است. عدد صفر در قطر نشان دهنده وجود یک برنامه زمانی قابل اجرا می باشد.
ESS را می توان با استفاده از الگوریتم اصلاح نشانه گذاری بهینه شده محاسبه کرد (آهوجا و همکاران، 1989)، که پیچیدگی زمان [image: ] است. الگوریتم اصلاح الگوریتم تکراری است و برچسب های فاصله پیشین را به گره ها در هر مرحله اختصاص می دهد. برچسب های فاصله برآورد شده اند (به عنوان مثال مرز پایین تر) و در واقع طولانی ترین فاصله مسیرها هستند و تا زمانی که مرحله نهایی [image: ] طولانی ترین مسیر از گره منبع 1 به گره j شود، به صورت موقتی در نظر گرفته می شوند. الگوریتم لیستی از گره ها را با مشخصه نگه می دارد که اگر یک قوس [image: ] برای هر [image: ] وجود داشته باشد، آنگاه لیست باید حاوی گره i باشد. الگوریتم به شرح زیر عمل می کند:
مرحله 1. برچسب های فاصله برای گره ها را به صورت زیر تنظیم کنید: [image: ]برای [image: ]. لیستی گره های [image: ] را آغاز کنید.
مرحله 2: اگر LIST خالی باشد، به مرحله 5 بروید. اولین گره i را از LIST انتخاب کنید. i را از LIST حذف  کنید.
مرحله 3. اگر i هیچ جانشین اصلاح نشده ای نداشته باشد به مرحله 2 بروید (جانشین هایی که برچسب فاصله آن اصلاح نشده اند)، در غیر این صورت، یک جانشین تصادفی دلخواه j از i انتخاب کنید.
مرحله 4. [image: ] اگر برچسب فاصله [image: ] تغییر کرده و [image: ] ، آنگاه گره i را به انتهای LIST اضافه کنید و به مرحله 3 بروید.
مرحله 5. توقف.
الگوریتم حضور یک گره تک شروع کننده را برای شروع محاسبات در مرحله اول فرض می کند. به طور کلی، با توجه به فرض ما که شبکه حاوی یک گره ابتدایی و انتهایی تک است، هیچ مشکلی وجود ندارد.
اجازه دهید ما الگوریتم را در نمودار محدود ساده شکل 66 نشان دهیم.
[image: ]
شکل 66. مثالی از دیاگراف محدود
مرحله 1. [image: ] برای i = 2،3،4؛ LIST = [l]
مرحله 2: گره 1 را از لیست انتخاب کنید؛ LIST = []
مرحله 3. گره 2 را به عنوان گره ی جانشین گره 1 انتخاب کنید.
مرحله 4: [image: ] 
مرحله 3: گره 3 را به عنوان جانشین گره 1 انتخاب کنید.
مرحله 4: [image: ]
مرحله 3. هیچ جانشین اصلاح نشده ای باقی نمانده است.
مرحله 2: گره 2 را از LIST انتخاب کنید LIST = [3].
مرحله 3: گره 4 را به عنوان گره جانشین گره 2 انتخاب کنید.
مرحله 4: [image: ]
مرحله 3: هیچ جانشین اصلاح نشده ای باقی نمانده است.
مرحله 2: گره 3 را از LIST انتخاب کنید ؛ LIST = [4].
مرحله 3: گره 1 را به عنوان گره جانشین گره 3 انتخاب کنید.
مرحله 4:[image: ]
مرحله 3: گره 4 را به عنوان جانشین گره 3 انتخاب کنید.
مرحله 4: [image: ] 
مرحله 3: هیچ جانشین اصلاح نشده ای باقی نمانده است.
مرحله 2: گره 4 را از LIST انتخاب کنید LIST = []
مرحله 3: هیچ جانشین اصلاح نشده ای باقی نمانده است.
مرحله 2: لیست خالی است
مرحله 5. توقف.
برنامه شروع اولیه به صورت [image: ] بدست می آید. ما آن را به عنوان یک تمرین برای خواننده به منظور اعمال الگوریتم به نمودار محدود شکل 65 در نظر گرفته ایم.
آخرین برنامه مجاز اجازه داده شده (LSS) را می توان با استفاده از روش مشابه، بر اساس شبکه با قوس های معکوس و با شرایطی که [image: ] است، محاسبه نمود. توجه داشته باشید که برای محاسبه LSS، حداکثر زمان بین فعالیت ها باید در نظر گرفته شود.
2.3 اکتیویته های بحرانی در شبکه های فعال با GPR
مفاهیم مسیرهای بحرانی و شناورهای فعالیتی که قبلا مورد بررسی قرار گرفته اند باید در زمانی که برای شبکه های فعالیت با GPR استفاده می شوند، اصلاح شوند. مسیر بحرانی هنوز طولانی ترین مسیر از گره 1 تا گره n است. تمام فعالیت های این طولانی ترین مسیر، بحرانی هستند. برای مثال در حالت استاندارد شده شکل 65، چهار مسیر بحرانی (نشان داده شده به وضوح) وجود دارد، یعنی <1-3-5-8-10>، <1-3-5-8-9-10>، <13-5 -7-8-10> و <1-3-5-7-8-9-10>. طول هر یک از این مسیرهای بحرانی برابر با 16 است.
2.3.1 چرخه ها و ساختارهای درختی
در یک شبکه پروژه استاندارد شده با GPR، یک مسیر بحرانی در صورتی که طول صفر باشد، ممکن است شامل چرخه هایی باشد. در مرحله تعیین مسیر بحرانی در شبکه های غیر استاندارد با GPR، حداکثر وقفه زمانی مورد نیاز است. یک مسیر بحرانی ممکن است به معنای دقیق یک مسیر نباشد، می تواند یک ساختار درختی باشد، زیرا ممکن است شامل یک فعالیت مرتبط با حداقل و حداکثر تاخیر زمان در یک جهت باشد، تا از این طریق اطمینان حاصل کند که شروع یا تکمیل فعالیت باید دقیقا برابر با شروع یا پایان یک فعالیت پیشین و یک زمان معین است. مسیر بحرانی همیشه شامل یک زنجیره از ابتدا تا انتهای فعالیت است، اما میتواند شامل چند شاخه مرتبط با این زنجیره باشد. دی ریک (1998) نمونه ای از شکل 67 را برای نشان دادن این نقطه ارائه می دهد.
[image: ]
شکل 67. شبکه پروژه با GPR  (دی ریک، 1998)
شکل 68، نسخه استاندارد شده شبکه، با مسیرهای بحرانی نشان داده شده به صورت پررنگ را در شکل 67 نشان می دهد. طولانی ترین مسیر از منبع تا سینک در شبکه شکل 68 طولی برابر با 50 دارد، که طول مسیر بحرانی است. با این حال، چند مسیر مختلف بحرانی وجود دارد، از جمله <1،3،6،8>، <1،3،2،3،6،8>، <1،3،4،3،6،8> و <1،3،4،7،4،3،6،8>. سه مسیر آخر شامل یک چرخه است. فقط فعالیت 5 غیر بحرانی است. مسیر بحرانی در شبکه پروژه غیر استاندارد شده از شکل 67 شامل چندین شاخه است و دارای یک درخت می باشد نه یک مسیر.
[image: ]
شکل 68- یک شبکه پروژه استاندارد شده
با این حال، تبدیل حداکثر زمان-تاخیر به حداقل زمان تاخیر (در حالی که هنوز هم تمایز بین چهار نوع روابط وجود دارد)، منتج به چند مسیر بحرانی می شود که ساختار درخت را نشان نمی دهد، همانطور که در شکل 69 نشان داده شده است. توجه خواننده را به این نکته جلب می کنیم، زمانی که GPR با حداکثر تاخیر زمانی بکار گرفته می شود، تجزیه و تحلیل بحرانی باید با مراقبت های شدید انجام شود. بنابراین، ما با استدلال دی ریک (1998) موافق هستیم که توصیه می کند که تجزیه و تحلیل زمانی بر روی شبکه های پروژه انجام شود که در آن حداکثر زمان تاخیر در جهت مخالف تبدیل به حداقل باشد. نمودار محدودیتی نباید برای تجزیه و تحلیل بحرانی استفاده شود، زیرا به درستی نشانگر تأثیر تغییر زمان فعالیت در ابتدای شروع برنامه یا مدت زمان پروژه نیست.
[image: ]
شکل 69. یک شبکه پروژه با حداقل تاخیر زمانی
2.3.2 انواع حالات بحرانی
در اصطلاح شناسی رایج CPM، اگر تاخیر در آن فعالیت باعث تاخیر در پروژه شود، یک فعالیت به صورت بحرانی در نظر گرفته می شود. این بدان معنی است که افزایش مدت زمان فعالیت بحرانی منجر به افزایش مدت زمان پروژه با همان مقدار تاخیر می شود. این همیشه شامل زمانی نیست که شبکه پروژه حاوی GPR باشد. در چنین شبکه هایی، تأخیر در فعالیت بحرانی همیشه باعث افزایش برابر در مدت زمان تاخیر پروژه می شود، اما افزایش طول مدت یک فعالیت بحرانی همیشه سبب افزایش طول مدت پروژه نخواهد شد. در مثال شكل 69، با یک واحد به تأخير انداختن در فعاليت بحرانی 3، طول عمر پروژه افزايش خواهد يافت. با این حال، یک واحد افزایش در مدت فعالیت 3 باعث ایجاد تاخیر در پروژه نخواهد شد. این به خاطر این واقعیت است که (حداقل) زمانهای طول مسیر بحرانی (حاوی فعالیت 3) از نوع SS و FS برای گره های اولیه و از نوع SS یا SF برای گره های جانشین هستند. بنابراین، تنها آغاز فعالیت 3 واقعا اهمیت دارد و نباید به منظور جلوگیری از تاخیر در پروژه با تاخیر همراه شود، در حالیکه پایان فعالیت 3 دارای شناور است. در واقع، همانطور که در زیر توضیح خواهیم داد، فعالیت 3 شروع می شود: افزایش طول مدت آن بر زمان پروژه اثر نمی گذارد، تاخیر در شروع آن منجر به افزایش مدت زمان پروژه می شود.
المقرابی و کامبوورسکی (1992) انواع مختلف حالت بحرانی را تشخیص داده اند. تعاریف زیر استفاده می شود. هر فعالیت بر اساس تعاریف زیر برچسب گذاری شده است:
· زمانی که در مسیر بحرانی قرار دارد، حالت بحرانی است؛
· حالت بحرانی زمانی شروع می شود اگر (الف) بحرانی باشد و (ب) اگر مدت زمان پروژه افزایش یابد، آنگاه زمان شروع فعالیت به تعویق افتد؛
· حالت بحرانی زمانی تمام می شود اگر (الف) بحرانی است، و (ب) اگر مدت زمان پروژه افزایش می یابد آنگاه زمان پایان فعالیت به تعویق افتد؛
· حالت بحرانی رو به جلو (توسط جاجیو(1997) به صورت حالت بحرانی طبیعی توصیف شده است) اگر (الف) به صورت بحرانی آغاز شود و (ب) زمانی که مدت فعالیت افزایش یابد؛ طول پروژه نیز افزایش یابد،
· حالت بحرانی رو به عقب (توسط جاجیو(1997) به صورت حالت بحرانی معکوس توصیف شده است) اگر (الف) به صورت بحرانی پایان یابد و (ب) زمانی که مدت فعالیت کاهش یابد؛ طول پروژه افزایش یابد،
· حالت بحرانی دوتایی اگر (الف) شروع و پایان به صورت بحرانی باشد و (ب) زمانی که مدت فعالیت افزایش یا کاهش یابد، طول پروژه افزایش می یابد.
انواع بحرانی نوع فعالیت را می توان با نگاه کردن به روابط اولویتی ناشی از همه فعالیت های بحرانی که منجر به فعالیت های مورد نظر  هستند و فعالیت هایی که حاصل دیگر فعالیت های مهم هستند، تعیین کرد. جدول 6 نوع بحرانی یک فعالیت را در رابطه با زمان بندی بین فعالیت و پیشینیان (فوری) و جانشینان (فوری) بیان می کند. ستون دوم جدول 7 نوع بحرانی را برای فعالیت های بحرانی شبکه پروژه شکل 64 نشان می دهد.
جدول 6 .پنج نوع از انواع بحرانی (دی ریک 1988)
[image: ]
جدول 7: بحرانی بودن فعالیت و انعطاف پذیری برای مثال شکل 64 (دی ریک 1988)
[image: ]
2.4 انعطاف پذیری فعالیت در شبکه های فعالیت با GPR
همانطور که المقرابی و کامبوورسکی (1992) اشاره کرده اند، مفهوم بحرانی بودن فعالیت به مدت زمان پروژه مزبوط است. با این حال، افزایش یا کاهش طول مدت فعالیت در حضور GPR ممکن است مجاز نباشد، زیرا پروژه حاصل ممکن است غیر قابل اجرا باشد. بحرانی بودن فعالیت هیچ چیزی در مورد تاثیر کوتاه مدت یا افزایش مدت زمان فعالیت در زمان امکان سنجی پروژه نمی گوید. بلکه با توجه به این که تغییر با توجه به محدودیت های زمانی امکان پذیر است، این تأثیر را بر کل دوره پروژه تعیین می کند. در حضور GPR، ممکن است به جای تأثیر آن بر مدت زمان پروژه، علاقه مند به تغییر زمان فعالیت برای دستیابی به امکان سنجی شبکه باشد. این بررسی جدید، از المقرابی و کامبوورسکی (1992) الهام گرفته تا مفهوم انعطاف پذیری را برای نشان دادن آزادی تعریف کند و از آن به منظور دستکاری مدت زمان فعالیت برای دستیابی به امکان پذیری پروژه استفاده نماید. فقدان چنین انعطاف پذیری باعث می شود که فعالیت به صورت غیر انعطاف پذیر شناخته شود.
زمانی یک فعالیت غیرقابل انعطاف پذیر رو به جلو (غیرقابل انعطاف پذیر رو به عقب)  نامیده می شود که مدت زمان فعالیت (کوتاه کردن) توسط مقادیر کوچک [image: ] گسترش یابند (یا در موارد گسسته 1) که منجر به یک پروژه از نظر زمانی غیر قابل اجرا می شود یا ممکن است زمان تکمیل پروژه بیش از کوتاه ترین مدت پروژه پروژه اصلی را باعث شود. یک فعالیت زمانی از دو جهت غیر انعطاف پذیر است، که هم از جلو و هم از عقب غیر قابل انعطاف باشد. در نتیجه، اگر یک فعالیت بحرانی رو به جلو (یا بحرانی رو به عقب) (یا بحرانی دو طرفه) باشد، آنگاه غیر قابل انعطاف رو به جلو (یا غیر قابل انعطاف رو به عقب) (یا غیر قابل انعطاف دو طرفه) نیز خواهد بود. اگر یک فعالیت شروع یا پایان بحرانی باشد، آن نیز غیر قابل انعطاف پذیر دو طرفه است. ستون آخر جدول 7 نوع انعطاف پذیری را برای هر فعالیت در مثال شبکه شکل 64 نشان می دهد.
اگر یک هدف کوتاه کردن مدت زمان پروژه به منظور اجرا شدن فعالیت ها باشد، هدف دیگر باید بر روی فعالیت هایی که انعطاف پذیری رو به عقب و حالت بحرانی رو به جلو دارند (مانند فعالیت 9 در شبکه شکل 64)، یا انعطاف پذیری رو به جلو و حالت بحرانی رو به عقب دارند (مانند فعالیت 5 در شبکه شکل 64) تمرکز کند. مدت زمان حالت باید کاهش یابد، طول مدت حالت دوم باید بیشتر شود. بدیهی است، برای کاهش طول مدت پروژه، (فعالیت های انعطاف پذیر رو به عقب و بحرانی رو به جلو یا انعطاف پذیر رو به جلو و بحرانی رو به عقب) فعالیت ها در هر مسیر بحرانی باید مورد توجه قرار گیرد.
2.5 فعالیت های شناور در شبکه های اکتیو با GPR
مفهوم فعالیت شناور برای شبکه های اکتیو با GPR شبیه به شبکه های CPM استاندارد است. شناوری کل فعالیت چیزی جز حداکثر زمان است یک فعالیت می تواند بدون ایجاد تاخیر در پروژه متوقف شود نیست. یک فعالیت زمانی بحرانی است که شناور کل آن برابر صفر باشد. با این حال، در شبکه های CPM یک فعالیت ممکن است با شروع دیر یا افزایش طول مدت یک فعالیت پیشین به تأخیر بیفتد. در شبکه های اکتیو با GPR، فقط برای شروع محاسبات از شناورها استفاده می شود، زیرا افزایش مدت فعالیت ممکن است منجر به تاخیر پروژه شود و یا به دلیل عدم امکان پذیر بودن زمان ممکن باشد.
3. تمرینات
1. فعالیت های پروژه زیر را با داده های مربوطه در نظر بگیرید:
[image: ]
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2. داده های زیر را برای یک پروژه با پنج فعالیت در نظر بگیرید:
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