خواص طیفی کیهان میکس مستر کوانتومی
چکیده
ما خواص طیفی بخش نا همسانگرد ورود همیلتونی دینامیک کوانتومی کیهان میکس مستر را مطالعه می کنیم. عبارات تقریبی(مرتبط) صریحی برای طیف انرژی در حد احجام کوچک و بزرگ کیهان را بدست می آوریم. سپس حالت آستانه ای بین هر دو رژیم را مطالعه می کنیم. در نهایت اثبات می کنیم که طیف برای هر حجم کیهان کاملا مجزاست. نتایج ما به تقریب های معلوم نسبت داده شده به پتانسیل نا همسان اعتبار و بهبود بخشیده است. این ها باید برای هر عملکرد(روش) کوانتومی کردن کیهان میکس مستر مفید باشند.
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1. مقدمه
نتایج تحلیلی و عددی نشان می دهد که دینامیک جهان در رویکرد big-crunch/big-bang singularity  با استفاده از مشتقات زمانی میدان گرانشی است [1، 2]. از این رو، دینامیک در هر نقطه فضایی، ماورای آن موقعیت هستند و نوسانگر، هرج و مرج گرا اند و به طور کامل توسط انرژی گرانشی هدایت می شود. این ویژگی های عمومی توسط جهان Mixmaster  [3]  نشان داده شده است، که یک مدل یکنواخت فضایی و غیریکنواخت از نظر فضا-زمان با تقارن نوع IX  در Bianchi است. در زمینه گرانش کوانتومی، به نظر می رسد جهان  Mixmaster، یک ابزار ایده آل است برای آزمایش اینکه آیا کوانتیزاسیون می تواند مشکل تکینگی کلاسیک را حل کند.
فرمالیته کانونی از جهان Mixmaster در متغیرهای Misner، جهان را در غالب یک ذره با فضا-زمان سه بعدی Minkowski در پتانسیل منعکس کننده انحنای فضایی جهان توصیف می کند. 
بخش ناهمسانگرد این پتانسیل، یک تابع بی قاعده دو متغیر است ((3) را ببینید) که مشکل Schrohedinger آن را یکپارچه نمی کند.
 مشکل حل دینامیک کوانتومی در جهان Mixmaster کاملا وجود دارد. این برای رویکردهای سنتی که بر پایه معادله Wheeler-DeWitt اند نیز صدق می کند (به عنوان مثال نگاه کنید به [4] و منابعش) یا فضای با فاز تقلیل یافته Misner [3] و همچنین برای رویکردهای جدید مانند رویکردی که توسط نویسندگان حاضر ایجاد شده است [ 5-7]. عنصر رایج تمام رویکردها، تقسیم طبيعی درجات آزادی انیزوتروپیک و ایزوتروپیک و تجزیه و تحولات همیلتون است. اگرچه، دینامیک های انیزوتروپیک و ایزوتروپیک همپوشانی دارند و در نهایت باید با یکدیگر در نظر گرفته شوند، دانستن خواص همیلتونین آنیزوتروپیک غيرتروپی برای درك تمام دینامیک ضروری است. در این رابطه، جهان Mixmaster قابل مقایسه با سیستم های مولکولی است که تقسیم طبیعی بین درجه ی آزادی هسته ای و الکترونیکی را اعمال می کند. این ویژگی در رویکرد ما ضروری است.
شناخت خواص همیلتونین آنیزوتروپیک یک نقطه شروع جدی برای مطالعه مدل کامل است که شامل اتصال بین متغیرهای آنیزوتروپیک و ایزوتروپیک است. جزئیات چنين چارچوبي به مقدار خاصي از هميلتوني ايزوتروپيک وابسته است. دینامیک های معادله Wheeler-DeWitt معروف به تکینگی اند، در حالیکه کوانتیزایی که در [5-7] پیشنهاد شده است، یک واژه مخرب اضافی را ایجاد می کند که تکینگی کلاسیک را با گزاف گویی جایگزین می کند. در هر صورت، برخی از مسیرهای کوانتومی را میتوان بخوبی با استفاده از تقریب های آدیاباتیک (Born-Oppenheimer یا Born-Huang  ) تعیین کرد [5، 6]. تعیین مسیرهای کوانتومی دقیقتر نیاز به روشهای غیردیادیباکتی موجود دارد، برای مثال روشهایی که در زمینه دینامیک واکنش شیمیایی استفاده می شوند [8]. نکته کلیدی این است که شناخت خواص همیلتون ناهمسانگرد، امکان کاهش ابعاد معادله مورد مطالعه را فراهم می کند. بنابراین، حتی اگر راه حل آن در نهایت نیازمند شبیه سازی عددی باشد، کنترل فضای راه حل ها و درک کیهانی از دینامیک، تا حد زیادی افزایش یافته است.
تقریب های معمول برای مساله طیف ناهمسانگرد Schrödinger  ، همان تقریب های هارمونیک یا steep wall است (برای مطالعات اخیر [3] را ببینید، به عنوان مثال [9، 10] و منابع آن). اعتبارسنجی های مربوط به آنها هرگز دقیق مطالعه نشده است. به طور خاص، آنها هرگز آنطوری که مرتبط با دو رژیم شدید حجم جهان اند، بصورت یکپارچه در نظر گرفته نشده اند. علاوه بر این، شرایط محدودی که این دو رژیم را از هم جدا می کند، هرگز به صراحت ارائه نشده است. توجه داشته باشید که طیف کاملا مجزای دو تقریب، به معنای یک طیف صرفا مجزا برای پتانسیلی دقیق برای همه حجم ها نیست.

در مقاله حاضر ما این شکاف های اساسی در شناخت خواص پتانسیل ناهمسانگرد بیانچی IX را پر می کنیم. برای هر سیستم کوانتومی، دانش طیف کامل همیلتون بسیار مهم است. به عنوان مثال، تقریب ادیاباتیک فقط برای بخش گسسته طیف زیر سیستم مربوطه در نظر گرفته می شود و تنها درصورتیکه این بخش گسسته همراه با یک بخش  پیوسته نباشد. این ویژگی ها توسط B. Simon در [11] مورد توجه قرار گرفت. بنابراین اثبات اینکه طیف ناهمسانگرد Bianchi IX برای هر حجم جهان کاملا گسسته است، ضروریست. علاوه بر این، شناخت تقریب های تحلیلی در این طیف، قطعی است: به عنوان مثال، یک چارچوب غیر آدیاباتی برای مدل Bianchi IX در [7] مورد مطالعه قرار گرفته است، اما بخش تحلیلی این مطالعه، (تقریب هارمونیک) بخاطر فقدان اطلاعات دقیق در مورد طیف، محدود است. از آنجا که نتایج ما مربوط به خواص تحلیلی طیف ناهمسانگرد Shrohedinger است که مناسب برای هندسه Bianchi IX می باشد، باید برای مطالعه بسیاری از مدل های کوانتومی Mixmaster نیز مفید باشد. با این وجود، استفاده فوری از نتایج ما نیازمند اعتبارسنجی فرضیه های تئوری کوانتومی جهان همگرا در [5-7] است.
طرح کلی مقاله به شرح زیر میباشد. در بخش دوم، ما عناصر اساسی فرمالیته کانونی برای جهان Mixmaster را یادآوری می کنیم و پتانسیل ناهمسانگرد را آنالیز می کنیم. بخش سوم، شامل تحلیل غیرمستقیم طیف مدل کوانتومی در دو حالت مخالف مربوط به حجم های بزرگ و کوچک جهان است. به طور خاص، ما به یک تحول واحد منحصر به فرد می پردازیم که این امکان می دهد تا هر دو محدودیت را در یک زمینه مطالعاتی بررسی کنیم. شرایط محدودی که این دو مسیر را از هم جدا می کنند نیز ارائه می شود. علاوه بر این ما تقریب steep wall را که بطور گسترده مورد مطالعه قرار گرفته را نیز بهبود می بخشیم. در بخش چهار، ثابت می کنیم که طیف همراه با پتانسیل آنیزوتروپیک بدون توجه به اندازه جهان، صرفا گسسته است. فصل پنجم نیز نتیجه گیری است.
II. مقدمه
عنصر خطی مدل Bianchi Type IX بدین صورت است:
[image: ]
که [image: ]. محدودیت های همیلتونین در جهان Mixmaster در متغییرهای Misner، [image: ]بدین صورت است [3]:
[image: ]
که [image: ] همان حجم مطلوب است، [image: ] همان ثابت جاذبه است، N همان تابع nonvanishing lapse است که انتخابش اختیاریست. 

[image: ]شکل 1. طرح Bianchi نوع IX پتانسیل ناهمسانگرد در نزدیکی حداقل میزانش با سه C3v محور تقارن [image: ].

پتانسیل ناهمسانگرد بدین صورت است:
[image: ]
از این پس n = 1 و κ = V02. همیلتونین گرانشی (2) شبیه همیلتونین ذره در فضای زمانی سه بعدی Minkowski در یک پتانسیل ناشی از انحنای فضایی است. متغیرهای فضایی دارای تفسیر کیهانی زیر هستند:
[image: ]
از این رو، Ω بخش ایزوتروپیک هندسه را توصیف می کند، در حالیکه متغیرهای غیر انحرافی β ± انحرافات ایزوتراپی را توصیف می کند. محدودیت همیلتونین (2) را می توان به عنوان مجموع اجزای ایزوتروپیک و آنیزوتروپیک تجزیه کرد (تا یک عامل غیر ناپایدار)
[image: ]
توجه خاصی به پتانسیل V باید مدنظر قرار گیرد، از آنجاییکه سه قوس عمق باز C3v، به طور فزاینده ای محدود می شود تا زمانیکه لبه های دیواره مربوطه در انتهای آن بسته شوند، در حالی که انتهایشان به صفر می رسد (نگاه کنید به شکل 1). پتانسیل V به طور تقریبی محدود میشود به جز جهت هایی که در آنV → 0  :
[image: ]
از پایین محدود می شود و به مقدار حداقل مطلق خود در  β ± = 0میرسد، جایی که V = 0. V در میزان نزدیک به حداقل خود، بعنوان پتانسیل هارمونیک ایزوتروپ دو بعدی عمل می کند:
[image: ]
تقریب به اصطلاح steep wall بجز میزان حداقلش، زمانیکه V به سمت پتانسیل equilateral triangle  با شیب دیواره نامحدود میرود، بکار میرود. 
در معادله (5) مشاهده می کنیم که در طول تکامل جهان به سمت نقطه ی مجرد، Ω → -∞ و عامل در مقابل پتانسیل V به صفر می رسد، [image: ]. بنابراین، زمانیکه جهان، دیواره های بالقوه را متوقف می کند، از هم جدا میشود و ذره به قسمت های بزرگتر و بزرگتر فضای ناهمسانگرد نفوذ می کند [image: ].
III تجزیه و تحلیل تقریبی اسپکتروم
کوانتومی کاننیکی محدودیت همیلتون (5) باعث ایجاد معادله معروف ویلر-دیویت می شود [4]. با این حال، همانطور که قبلا ذکر شد، این معادله، تکینگی کلاسیک را حذف نمی کند. یک کوانتیزایی که تکینگی را حذف می کند (برای جزئیات بیشتر به [5، 6] مراجعه شود) برای متغیرهای ایزوتروپیک که نقاط خاصی را با مقادیر محدود تعیین می کنند، اعمال می شود:
[image: ]
پس عامل محدودیت کوانتومی کامل بشرح زیر است:
[image: ]
در حالیکه K>0. بخش ناهمسانگردی کوانتیزه (5) به عنوان عامل q-وابسته Schrodinger درنظر گرفته می شود که در فضای هیلبرت عمل می کند [image: ]
[image: ]
که در آن [image: ] است. توجه داشته باشید که (9) با توجه به اپراتور Wheeler-DeWitt، در عامل [image: ] ضرب می شود. مهمتر از همه، (9) شامل واژه اضافی [image: ] است. این پتانسیل انفجاری از یک کوانتومی مطابق با تقارن وابسته متغیرهای ایزوتروپیک انتشار می یابد [5،6]. این مسئول اجتناب از تکینگی در تمام راه حل های مورد مطالعه است.

در مقاله حاضر، ما روی اپراتور (10) تمرکز داریم. توجه داشته باشید که به متغیر ایزوتروپیک q> 0 و به همین ترتیب، خصوصیات آن بستگی دارد. بنابراین، تکامل ایزوتروپیک می تواند انتقال غیرادیاباتیک بین خصوصیات آنیزوتروپیک را ایجاد کند. با این وجود، مشکل در رویکردهای آدیاباتیک و غیر آدیاباتیک برای دینامیک کوانتومی است که بعد از مشخص شدن ویژگی های (10) می تواند به طور مستقل مورد مطالعه قرار گیرد. در ادامه، عبارات آستانه ای را برای طیف آن ترسیم می کنیم.
الف. روش شناسی 
اعداد کوانتومی به صورت جمعی توسط I تعریف شده است. با بیان طیف از طریق [image: ] ما به بررسی [image: ] در زمانیکه q → ∞ و q → 0 است می پردازیم. این روش بر اساس خانواده dilatations of unitary [image: ] در [image: ]است 
[image: ]
که وابسته به تابع [image: ] است. در زمان [image: ]، طیف [image: ] غیر قابل تغییر باقی می ماند. اگر دقیقتر بررسی کنیم، ما محدودیت های q را در  [image: ] [image: ]برای برخی [image: ]ها بررسی می کنیم که در زیر با جزییات بیان شده. انتقال [image: ] در [image: ] و [image: ] عمل می کند بعنوان 
[image: ]
این منجر به معادله همیلتون [image: ] میشود
[image: ]
با
[image: ]
که [image: ] را انتخاب میکند بعنوان
[image: ]
ما اثبات می کنیم که پتانسیل [image: ] در معادله (13) دارای یک حد مشخص برای هر دو مقدار کوچک و بزرگ q است، که باعث ایجاد طیف صریحی از [image: ]و [image: ]میشود. به عبارت دیگر، عامل [image: ]در مقابل [image: ]در r.h.s از معادله (12)، هر دو رفتار واگرا (برای q کوچک) و رفتار ناپدید شدن (برای بزرگ (q از مقادیر خاص[image: ] را در بر دارد.
توجه داشته باشید که ما از تحولات یکپارچه وابسته به q استفاده می کنیم که از طریق اپراتور حرکتی ایزوتروپیک در اپراتور محدود (9) به تکامل ایزوتروپیک می انجامد. اگرچه، طیف اپراتور ناهمسانگرد بطور یکنواختی تعیین می شود، قبل از استفاده از آنها در مطالعه (9)، مقادیر انحصاری به دست آمده باید مناسب باشند.
ب. رفتار هارمونیک برای مقادیر بزرگ q 
برای مقادیر بزرگ q ما [image: ]را داریم. از بالا می توانیم ببینیم که [image: ]برای پتانسیل مربوط ، همراه با β ± → 0 است. عبارت تقریبی [image: ] در معادله 13 اینگونه است:
[image: ]
بنابراین
[image: ]
با درنظر گرفتن عامل اندازه گیری [image: ] در معادله 13، نتیجه میگیریم که [image: ] برای مقادیر بزرگ q  باید همراه با انذازه گیری های مجدد اسیلاتور هارمونیک ایزوتراپی دو بعدی باشد. 
[image: ]
که اعداد صحیح n ± = 0،1، ... سطوح انرژی نوسانگر یک بعدی هارمونیک را لیست می کند.
ج. محدوده اعتبار برای تقریب هارمونیک 
شروع اصطلاح [image: ]در معادله. (10)، معادله با مقدار خاص E می شود
[image: ]
از آنجا که عملکرد خاص ψE به سرعت در خارج از دامنه V (β) -E q-2/3 ≤ 0 ناپدید می شود، این مشکل بخوبی از طریق یک تقارن هارمونیک نمایش داده می شود، اگر در دامنه [image: ] پتانسیل اساسا درجه دوم است. این شرایط برای همه q ها معتبر است، زیرا:
  الف)  برای q بزرگ، شرط فوق به واقعیت ساده کاهش می یابد که V (β) در نزدیکی مبدأ، درجه دوم است. در واقع ما از قبل می دانیم که تقریب هارمونیک برای q بزرگ صادق است.
ب) برای q کوچک، اصطلاح انرژی جنبشی [image: ] غالب می شود و ما می دانیم که انرژی جنبشی ناشی از نوسانات تابع موج است که در دامنه [image: ] رخ می دهد. 
یک تحلیل عددی نشان می دهد که V (β) برای [image: ] درجه دوم است. بنابراین تقریب هارمونی E معتبر است اگر شرط زیر درست باشد
[image: ]
این شرط، تفکیک بصری تقریب هارمونیک برای تحریکات بزرگ و حجم کم را خلاصه می کند. با استفاده از معادله (17) شرایط فوق را می توان به مقدار کوانتومی (هارمونیک) زیر n +، n-: محدود کرد:
[image: ]
این وضعیت برای سناریوهای مدل سازی عواقبی دارد، همانطور که در بخش بعد IIIE توضیح داده شده است. بگذارید تأکید کنیم که این شرط بدون توجه به تقریبهای آدیاباتیک یا غیر آدیاباتی به دینامیک کامل کوانتومی و اعتبار آنها اعمال می شود.
ج. رفتار steep wall  برای مقادیر کوچک q 
برای مقادیر کوچک q ، [image: ] و در زیر اثبات می کنیم که عبارت تقریبی برای [image: ] در معادله 13 بدین شرح است:
[image: ]
جایی که V∞، نامحدود است، پتانسیل بخوبی با یک جعبه مثلثی متقاطع با اندازه جانبی [image: ] مرتبط است. پتانسیل V∞  درون مثلث ناپدید میشود و در بیرون آن (به جز سه نیم خط) نامحدود است که در شکل 2 نشان داده شده است. 
از آنجاییکه پتانسیل V (β) دارای تقارن [image: ] است (نگاه کنید به شکل 1)، باید  معادله (21) برای β +> 0 را مطالعه کنیم. ما ابتدا معادل آن را پیدا کردیم
[image: ]
شکل. 2. توان بالقوه نامحدود V∞ (β) از معادله. (21) با یک جعبه مثلثی متقاطع مرتبط می شود. سه محور تقارن C3v β- = 0، β + = β- / √3، β + = -β- / √3 گنجانده شده است. درون مثلث آبی V∞ (β) صفر است.
[image: ]

بنابراین:
[image: ]
همچنین از عبارت V بطور مستقیم درمیابیم:
[image: ]
سپس، با در نظر گرفتن تقارن C3v از پتانسیل، ما پتانسیل کامل V∞ (β) را در شکل 2 نشان می دهیم. پس از اثبات معادله (21)، [image: ] همیلتون را برای q=0 دوباره بازنویسی کردیم
[image: ]
تا فاکتور [image: ] در مقابل[image: ] در فرمول بالا، طیف این نوع همیلتون به خوبی شناخته شده است [12، 13] [14] و می گوید
[image: ]
جایی که ...، m = 0،1،2، ...، n = 1،2، و b = 2 / √3.  با توجه به ضریب مقیاس[image: ] در معادله (13)، نتیجه می گیریم که برای مقادیر کوچک q (و برای مقادیر ثابت m وn )، طیف [image: ] می شود:
[image: ]
از معادله 26 نتیجه می گیریم که
[image: ]
ویژگی بالا برای برای رفع تکینگی ، که توضیح دادیم، مهم است.
E. نظرات
اول، روش ما بطور ساده نشان می دهد که بخش اصلی q وابسته از مقادیر ویژه برای q بزرگ و کوچک، از طریق عامل [image: ] بدست می آید. این منجر به یک همیلتون جدید [image: ]می شود که دارای محدودیت های مشخصی در هر دو طرف است (q = 0 و q = ∞ ). این راه را برای مطالعات آینده برای یک تقسیم یکنواخت مقادیر خاص باز می کند.
دوم، لازم به ذکر است که علامت I در معادله (26) یک پارامتر سفارش نیست و اعداد کوانتومی n و m از مواردی که در مورد هارمونیک(n ±)  در معادله 17 ظاهر می شوند متفاوت است. بنابراین ما نمی توانیم به صورت تحلیلی، هر دو اصطلاحات عددی را بهم پیوند دهیم. با این وجود، مرتب سازی بین مقادیر ویژه برای هر یک از محدودیت ها (q → 0 و (q → ∞  معنی دار است و وابستگی q موارد مربوطه می تواند مورد تحلیل قرار گیرد.
سوم، ضریب همبستگی همیلتونین (q → 0 و (q → ∞ طیف پیوسته ای ندارند. این یک استدلال قوی در حمایت از حدسی است که [image: ] هیچ طیف پیوسته ای برای هر مقدار q ندارد. اثبات دقیق در بخش چهارم آمده است. تجزیه و تحلیل تقریبی مقادیر ویژه به تنهایی مقدار آستانه [image: ] که دو مسیر اعتبار عبارات داده شده در معادله (17) و (26) را جدا می کند، نمی دهد. با این حال، یک مطالعه همانطور که در بخش IIIC آمده است، بطور مستقیم به شرایط مورد نظر را در معادله 19 خلاصه می کند.
چهارم، ما معادله 27 را ثابت کردیم. در مقاله Misner [3]  که در آن، تقریب کوانتومی steep wall معرفی شده است، ضریب همبستگی [image: ] از معادله (26) در فرمول انرژی کوانتومی حذف شده است و منجر به ایده ای اشتباه شده است که انرژیهای کوانتومی دقیقا مانند [image: ]نزدیک به تکینگی رفتار می کنند. این تقریب هیچ تاثیر کیفی ای بر نتایج مقاله Misner ندارد. با این حال، در مقالات قبلی ما [5، 6] ثابت شده است که کوانتیزاسیون فیزیکی دینامیکی ایزوتروپیک که توسط محدودیت همیلتون (5) ارائه می شود، یک واژه پتانسیلی انحرافی [image: ]تولید می کند.
بنابراین، در این مورد، این وابستگی تصحیح شده [image: ]در معادله 27 بسیار مهم است. به این معنی است که پتانسیل انفجاری تقریبا نزدیک به تکینگی است. این ثابت می کند که یک bounce همیشه در مدل Mixmaster، مستقل از تقریب هارمونیکی که در مقالات قبلی ما استفاده شده، وجود دارد. تقریب هارمونیک فقط به عنوان یک سناریوی ساده bouncing شده (احتمالا یک سناریوی ساده تر) به نظر می رسد، اما وجود یک bounce خود به تنهایی غیرقابل انکار است (حداقل در تقریب آدیاباتیک). این نقطه نظر برای تأیید نتایج ما در [5، 6] فراتر از چارچوب تقریبی هارمونیک بسیار مهم است.
پنجم، نابرابری در معادله (20) که دامنه اعتبار تقریب هارمونیک را مشخص می کند، عواقب جالبی برای مدل های bouncing به طور کلی و به ویژه برای آنچه که در مقاله قبلی ما [7] ارائه شده است دارد. در واقع، این ثابت می کند که اگر استفاده از تقریب هارمونیک در یک چارچوب غیرادیابتیک منجر به رفتار دینامیکی شود که معادله (20) را (در هر زمانی) نقض نکند، تقریب هارمونیک مناسب برای مدل سازی سیستم است (برای مجموعه خاص از شرایط اولیه انتخاب شده است). در مورد ما، شبیه سازی های عددی انجام شده در [7] معتبر است و سپس نتیجه گیری های آن مقاله نیز اعتبار دارد، یعنی رفتار آدیاباتیک سطوح پایین تحریک.
IV. ناپایداری اسپکتروم
A . معیار
در تحقیقات ریاضی یک معیار کلی برای پتانسیل های غیر فشرده برای ایجاد طیف های کاملا گسسته وجود دارد. این موضوع توسط وانگ و وو در سال 2008 ثابت شد [15]. یک استفاده واضح از این نتیجه بعدا توسط سیمون [16] ارائه شد. این نویسندگان ادعا می کنند که اپراتور Schro¨dinger در هر بعدی:
[image: ]
یک طیف مجزا دارد اگر انذازه گیری Lebesgue l0l  از مجموعه [image: ] محدود است: 
[image: ]
در بخش بعدی، ما این معیار را بکار می بریم تا اثبات کنیم که طیف همیلتونین (10) کاملا مجزا است.
[image: ]
شکل. 3) نمودار خطوط پتانسیل تقریبی [image: ]. منطقه هاشور زده شده مربوط به دامنه فشرده V (β) <1  است. دامنه V (β) <M برای [image: ] غیر فشرده است.
B. محدودیت مساحت سطح 
بگذارید نشان دهیم که سطح حاوی نقاط رضایت بخش [image: ] 
[image: ]

محدود است.ΩM | <∞.  در عمل باید نشان داده شود که محدوده ای که توسط خطوط پتانسیل ثابت V (β) = M تعریف می شود، محدود است. چند خط Equipotential در (3) در شکل (3) رسم شده است. آنها در M <1 بسته شده و در M> 1 باز می شوند. بنابراین، برای اثبات محدود بودن | ΩM | کافیست M> 1 را در نظر بگیریم. 
منحنی های محصور رضایت بخش V (β) = M> 1 را می توان با چهار معادله زیر تعریف کرد:

[image: ]
جایی که X ریشه منفی [image: ] است. با توجه به تقارن C3v از پتانسیل، به منظور اثبات اینکه مساحت سطح محصور محدود است، کافیست اثبات کنیم که مساحت قسمتی از سطح توسط منحنی محدود شده

[image: ]
شکل 4. مساحت منطقه هاشور زده شده غیرفشرده [image: ] محصور است در [image: ] و [image: ]که ثابت شده محدود است.
معادله 31 می گوید:
[image: ]
که در برخی β0 <∞ ها محدود است. سطح ΩM (β0) برای M = 100 و β0 = 0 در شکل (4) نشان داده شده است. اجازه دهید مساحت [image: ] را از معادله (32) در چند مرحله محاسبه کنیم. با استفاده از [image: ] داریم:
[image: ]
که برای هر [image: ] بیشتر محصور است با
[image: ]
اعمال [image: ] و سپس اعمال دوباره [image: ] میدهد:
[image: ]
از آنجاییکه [image: ]، سرانجام میرسیم به اینکه:
[image: ]
که این اثبات را کامل می کند. 
5. نتیجه گیری
ما چند ویژگی ریاضی از طیف اپراتور Schrohedinger را شرح دادیم که تکامل تقریبی مدل Mixmaster را ارائه می دهد. نتیجه اصلی ما مربوط به عبارات تقریبی برای انرژی های خاص در مقادیر بزرگ و کوچک q است. همچنین چندین واقعیت جالب وجود دارد:
 اول، انتقال یکپارچه منحصر به فرد می تواند با یک عامل واحد، وابستگی q اصلی را از انرژی های خاص خود جذب کند.
دوم، تقریب هارمونی که در [5، 6] استفاده می شود، در حقیقت مرتبط است به بیان عددی ریاضی (17) برای مقادیر بزرگ q می باشد.
سوم، رفتار ضرایب دقیق (26) برای q کوچک برایر با نتایجی که توسط Misner داده شده [3] نیست: عامل ln2 q در فرمول Misner حذف شده است. پس، به لطف عامل ln2 q، در معادله (27) ثابت می شود که واژه پتانسیل انفجاری [image: ] در [5، 6] همیشه نزدیک به تکینگی غالب است، حتی اگر تقریب هارمونیک معتبر نباشد. این نقطه در اعتبار نتایج قبلی ما در سناریوهای bouncing خارج از چارچوب تقریبی هارمونیک بسیار مهم است.
چهارم، تجزیه و تحلیل ضمنی ما برای طیف q بزرگ که توسط یک استدلال مستقیم بر روی ویژگی های خاصی تکمیل می شود، می تواند محدودیت های q و E را محدود کند که دو مسیر را از هم جدا می کند.
پنجم، به رغم پتانسیل غیر انعکاسی غیرمستقیم، اختلاف طیف را ثابت کردیم. این نتیجه، پیاده سازی تقریبی پتانسیل را اعتبار می بخشد، که سه کانون غیر فشرده را حذف می کند و منجر به مدیریت بهتر اپراتورهای Schroedinger می شود.
[bookmark: _GoBack] در نهایت، تجزیه و تحلیل ما بر اساس یک تبدیل منحصر به فرد واحد برای تمام مقادیر q دیدگاه های جالبی را در جستجوی تقریب یکنواخت از مقادیر خاص باز می کند. 
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